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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВМIСТУ
РОЗЧИНЕНОГО КИСНЮ ТА БIОХIМIЧНОГО
ВЖИВАННЯ КИСНЮ У ПОВЕРХНЕВИХ ВОДАХ
При формуваннi якостi природних вод однiєю iз найбiльш значимих
є концентрацiя асимiлюючої спроможностi водного об’єкту, тобто спро-
можностi природних вод до розкладання компонентiв, що мiстяться в
твердих та рiдинних вiдходах. Найбiльш значимими за своїм впливом
на довкiлля є вiдходи органiчного походження. Процес бiохiмiчного оки-
слення органiчних речовин здiйснюється пiд впливом бактерiй згiдно
рiвнянню: органiчнi речовини + кисень → вода + двоокис вуглецю + ре-
шта речовин. Це рiвняння, що справджується для аеробного середовища,
тобто там, де присутнiй розчинений кисень, показують, що розкладання
органiчних речовин можна вважати еквiвалентним реакцiї окислюва-
ння, яка призводить до зниження концентрацiї розчиненого кисню, що
може призвести до порушення екологiчної рiвноваги у рiчцi.
Величина розчиненого у водi кисню (РК) є гарний загальний показник
життєдiяльностi водного середовища i вiдiграє важливу роль в екосисте-
мi рiчки. Вмiст у водi кисню належить до основних iнтегральних пока-
зникiв, що визначають якiсть поверхневих вод як одного з найцiннiших
природних ресурсiв.
Зважаючи на те, що результат впливу будь-якого типу органiчно-
го забруднення полягає у поглиненнi розчиненого кисню, концентрацiю
забруднюючої речовини органiчного походження зазвичай визначають
кiлькiстю кисню, необхiдного для повного його окислення, тобто за допо-
могою так званої бiохiмiчної потреби у киснi (БПК). У силу важливостi
взаємодiї мiж БПК та РК стало звичним говорити про моделi або системи
РК—БПК.
За останнi роки у зв’язку з посиленим антропогенним впливом кисне-
вий режим багатьох рiчок та озер стає все напруженiшим, збiльшується
частота та протяжнiсть заморних явищ. При цьому значна кiлькiсть РК
витрачається на розкладання легко окислюємих органiчних речовин.
Як вiдомо, мiрою вмiсту органiчної речовини i iнтенсивностi її деструкцiї
(розкладання) є бiохiмiчне вживання кисню (БВК). У силу тiсного взає-
мозв’язку мiж змiнюванням кiлькостi РК та наявнiстю у водi органiчної
речовини велике значення набуває використання математичної моделi
РК—БВК.
Динамiка РК у водоймах та водотоках описується рiвнянням
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Враховуючи, що значна маса органiчної речовини убуває за рахунок
бiохiмiчного розкладання (деструкцiї) органiчної речовини i седимента-
цiї речовин, що пiдпорядковуються бiохiмiчному окисленню, отримуємо
рiвняння, що описує у водоймi динамiку БВК:
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де kced — константа швидкостi седиментацiї; fbpk – джерела i витоки
органiчної речовини (БВК); vx, vy,vz – швидкостi течiї води; D∗x, D
∗
y , D
∗
z –
коефiцiєнти турбулентної дифузiї.
Якщо рiдина у водоймi є нестискаєма, тобто швидкостi руху води є
сталi, а також вважати, що коефiцiєнти дифузiї є сталi на дiлянцi рiчки,
що розглядається, також є сталi, система рiвнянь, що описує баланс РК—
БВК набуває спрощеного вигляду:
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Для розв’язання наведеної системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних потрiбно задати початковi та межовi умови, якi визна-
чаються за даними натурних випробувань. Крiм того, необхiдно задати
складовi вектора швидкостi течiї v що визначаються за допомогою вiд-
повiдних вимiрювань за деякий промiжок часу або шляхом розв’язання
вiдповiдної гiдродинамiчної задачi для даного водойму або водотоку. У
загальному випадку потрiбно вирiшувати наведену задачу разом iз за-
дачею гiдродинамiки течiї.
Початковi умови набувають вигляду:
Cpk(x, y, z, t0) = C
0
pk(x, y, z); Cbpk(x, y, z, t0) = C
0
bpk. (5)
Запишемо межовi умови вiдносно змiнної x, розглядаючи дiлянку во-
дойму у межах x ∈ [x0, x1]:
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де mdnpk , m
dn
bpk – потоки РК та БВК, що надходять у доннi вiдкладання на
глибинi h, Cat – концентрацiя кисню у повiтрi над водоймою.
Визначення функцiй fpk, fbpk залежить вiд додаткових факторiв, що
впливають на змiнювання концентрацiї у водi розчиненого кисню та ор-
ганiчних речовин. До таких факторiв належать: фотосинтез, вживання
кисню водоростями, потреби у кисню на дихання бентосних органiзмiв
та хiмiчне окислення речовин, що надходять у доннi вiдкладання. Всi
цi фактори можна урахувати, якщо запровадити їхнi кiлькiснi характе-
ристики: питому первинну продукцiю кисню при фотосинтезi, питомi
швидкостi вживання кисню пiд час дихання водних органiзмiв, пито-
му iнтенсивнiсть вживання кисню при хiмiчних перетвореннях тощо.
Урахування зазначених чинникiв призводить до нелiнiйної залежностi
функцiй fpk, fbpk вiд температури води, концентрацiї Cpk, радiацiйного
впливу сонячної енергiї на поверхнi води, коефiцiєнта освiтленостi води.
Отже, крайова задача (1)—(8) є нелiнiйна крайова задача у частинних
похiдних вiдносно шуканих концентрацiй Cpk, Cbpk.
Зважаючи на суттєву складнiсть цiєї задачi, у данiй роботi розгляне-
мо спрощену задачу вiдшукання балансу РК—БВК, тобто вважатимемо
функцiї fpk, fbpk сталими, що дозволяє на першому етапi розв’язати лiнiй-
ну крайову задачу, а на другому – розв’язувати нелiнiйну крайову задачу
за допомогою iтерацiйної схеми вигляду
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Запишемо крайову задачу, що описує процеси бiохiмiчного вживання
кисню у такому виглядi:
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.
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Початкова умова
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Межовi умови набувають вигляду
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Розв’язання крайової задачi (10)—(14) будемо шукати за методом iнте-
гральних перетворень у скiнчених межах. Застосовуючи послiдовно iн-
тегральнi перетворення за просторовими координатами z, y, x, отримуємо
розв’язок у виглядi ряду за власними функцiями:
C
′
bpk(x, y, z, t) =
X
k,l,m
sinµmx
„
cosβk,ly +
vy
2D∗yβk,l
sin βk,ly
«
sin γkz·
·
n
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1− e−δ2m,l,kt
i
+Gm,l,ke
−δ2m,l,kt
o
(15)
У цьому виразi:
δ2m,l,k = µ
2
m + β
2
k,l; Am,l,k = f
′
bpk +Rz.
Власнi значення отримуємо як розв’язки характеристичних рiвнянь:
vz sin γh− 2
h
D∗zγh cos γh = 0;
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„
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;
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gx =
1
α2x + µ2m
[αx(cosµmx1 − µm sinµmx1)e−αxx1 − αx]; αx = vx
2D∗x
Rz = m
dn
bpkgygxe
−vz/(2D∗z )h sin γkh; Gm,l,k = gzgygxC
0
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Використовуючи отриманий вираз для C
′
bpk(x, y, z, t), знайдемо розв’я-
зок крайової задачi (1)—(8) вiдносно
C
′
pk(x, y, z, t) = Cpk(x, y, z, t) exp
»
− vx
2Dx
x− vy
2Dy
y − vz
2Dz
z
–
. (16)
Запишемо рiвняння (1) з урахуванням замiни (16) та отриманого розв’язку
вiдносно C
′
bpk(x, y, z, t) (15). Маємо
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f
′
pk = fpk exp
»
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2Dx
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z
–
.
Оскiльки межовi умови для рiвняння (16) вiдрiзняються вiд межових
умов для рiвняння (10) тiльки рiзними значеннями коефiцiєнтiв дифу-
зiї (D∗x → Dx тощо), характеристичнi рiвняння для визначення власних
значень та власнi функцiї мають однакову структуру.
Цю вiдмiннiсть вiдобразимо, позначивши вiдповiднi власнi значення
рискою (γk → γ¯k тощо).
Застосувавши метод скiнчених iнтегральних перетворень до рiвняння
(17) з початковою умовою (3) та межовими умовами (4)—(8), отримаємо
розв’язок задачi у виглядi:
C
′
pk(x, y, z, t) =
X
k,lm
sin µ¯mx
„
cos β¯k,ly +
vy
2Dyβ¯k,l
sin β¯k,ly
«
sin γ¯kz·
·
n
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2
m,l,kt +Dm,l,ke
−δ2m,l,kt
o
. (19)
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Визначення коефiцiєнтiв виразiв (15) та (19) здiйснюється за вiдповiд-
ними алгоритмами i програмами мовою C.
Розв’язки (15),(19) надають можливiсть, по-перше, визначити межi змi-
нювання вхiдних параметрiв процесiв утворення концентрацiї розчине-
ного кисню та бiохiмiчного вживання кисню бiонтом, що присутня у во-
доймi, з метою визначення граничних концентрацiй РК—БВК, за яких
водойм вважається “живим”, по-друге, визначити баланс РК—БВК, що
забезпечує життєдiяльнiсть водних органiзмiв, а, отже, розробити систе-
му контролю та управлiння екологiчною системою очищення поверхне-
вих водойм.
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